7. Energiefunktionale

Prof. Dr.-Ing. Michael Heizmann

Einflhrung in die Informationsfusion WS 15/16

1

'sun Iaq ajyoassgebia)sn pun -isidoy yoligalyosuls 8jyday s|le ‘ L[y ‘awsisAs)ieziyo] aAmeIsiul ST/ 9SOl Jejoyuneld 9102 ©



Inhaltsubersicht

7. Energiefunktionale
7.1 Formulierung
7.2 Bayes'sche Interpretation
7.3 Energieminimierung

Prof. Dr.-Ing. Michael Heizmann

Einflhrung in die Informationsfusion WS 15/16

2

'sun Iaq ajyoassgebia)sn pun -isidoy yoligalyosuls 8jyday s|le ‘ L[y ‘awsisAs)ieziyo] aAmeIsiul ST/ 9SOl Jejoyuneld 9102 ©



7 Energiefunktionale

Ziel: Universeller Ansatz zur Formalisierung von Fusionsproblemen

= EinfUhrung von ,Energie“termen E, zur Modellierung der
fusionsrelevanten Informationen:

 Verfugbare Daten (A-priori-Wissen)
« GewUlnschte Eigenschaften des Fusionsresultats

« Forderungen (Constraints) bzgl. der zu fusionierenden Daten,
Zwischengrolien, Fusionsergebnisse

* Wechselseitige Beziehungen der vorhandenen Daten

» |Implizite, kompakte Darstellung der Fusionsaufgabe
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7.1 Formulierung von Energiefunktionalen

Reprasentation der Fusionsaufgabe durch ein Energiefunktional:

E::ZﬁkEk’ /1k >0
k

» Gesamtenergie: Gewichtete Summe der Einzelenergien
= Berucksichtigung unterschiedlicher Relevanz durch Vorfaktoren A,

* Modellierung der Terme E, so, dass fusionsrelevante Informationen
monoton widergespiegelt werden:
Erwlnschtere Eigenschaft <> geringerer Wert des Terms

= Meist quadratische Formulierung der Terme E,
» Zusatzinformationen einbeziehbar durch entsprechende Energieterme

» Fusion durch simultane Minimierung des Energiefunktionals bezuglich
des Fusionsresultates (Optimierungsproblem)

Problem: Keine universell anwendbare Optimierungsmethode
zur Minimierung der Gesamtenergie £
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7.1 Formulierung von Energiefunktionalen

Beispiel:

E(r)=AE,(d,r)+ LE (r) A >0

l

_ ll[Ed (d.r)+ %E (r)j

1

oc E,(d,r)+AE.(r)

d(x,w) : Bilddaten (Beobachtungen)

r(x)  : Fusionsergebnis

. Modelliert den Zusammenhang zwischen

Beobachtungen d(x,w) und Fusionsergebnis 7(x)

von r(x) (Constraints)

Einzelenergien

: Modelliert erwuinschte oder a priori bekannte Eigenschaften

: Regularisierungsparameter zur Gewichtung der

Prof. Dr.-Ing. Michael Heizmann

Einflhrung in die Informationsfusion WS 15/16

5

ute 8)yoay ajje L[y ‘owalsAsieziyo] aAessiul S/ 9S0I Jejoyunely 9102 ©

-191doy YIIg8IYos

‘sun 1aq s)yoaiaqebislsp) pun



7.1 Formulierung von Energiefunktionalen

Beispiel: Glattung eines eindimensionalen beobachteten Signals
d(x):|a,p]cIR >R

= Ansatz: Minimierung eines Energiefunktionals bzgl. des Resultats
r(x):|a,b]c IR - IR

E(r):=E,(d, r)+ﬂE (r)

_j dx+ﬂj(L{r x)})
L: Ableltungsoperator, wahle z.B. L{.}= i
dx
= Struktur von E:

* 1.Term: Datenterm E,
— Resultat » soll nahe beli d liegen

 2.Term: Glattungsterm E ., Gewichtungsfaktor A
— Resultats r soll keine Sprunge aufweisen und moglichst kleine
Ableitung besitzen

» F positiv definit und quadratisch — i.d.R. eindeutiges Minimum
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7.1 Formulierung von Energiefunktionalen

= Diskretisierung: Einfiihrung eines aquidistanten Gitters G auf [4,5] :

G={a+ih|i=0,..,N} mit y =274

ri= (ro,...,rN)T mit 7 :=r(a+ih), i=0,.,N

= Glattungsterm: Summe der Differenzen r_, —r

1

= Diskretisierte Formulierung fir E(r) : Fir1
E(r)=>(=d;) + 2 2 (ra=1) il
i=0 i=0 | |
| |

l i+1
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7.2 Bayes‘sche Interpretation

Gibbs‘sche Verteilung mit Energiefunktional £ :

2pe ()= e P

mit Z : Normierungskonstante.
p=1/T - ,inverse Temperatur”

Interpretationsmoglichkeit aus der statistischen Physik:
Essei E:V — IR,V endlich

V : Menge aller Konfigurationen eines physikalischen Systems
E(x) : Energie des Systems, wenn es sich in der Konfiguration x befindet
T : Temperatur

nﬁ’E(x) : Wahrscheinlichkeit, dass sich das System in der Konfiguration x
befindet

T'grold : Alle Konfigurationen etwa gleich wahrscheinlich
T'klein : Konfigurationen mit niedriger Energie bevorzugt
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7.2 Bayes‘sche Interpretation

Definiere fur £ eine Gibbs'sche Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF):

A Ey

WDF oc e % =He_ r
k

Minimierung des Energiefunktionals £:  min{E(r)}— r,,
ist aquivalent zur '

Maximierung der Gibbs‘schen Verteilung: max{e‘ﬂE(r)}e Fopt

Vorteile dieser Verfahrensweise:

= Multiplikation von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
statt Summation von Energiefunktionen

» Quadratische Energiefunktionen — Gauld'sche Dichten

= Alle Optimierungsprobleme, die durch Minimierung von
Energiefunktionalen erhalten werden, lassen sich in
Bayes'scher Statistik ausdrucken
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7.2 Bayes‘sche Interpretation

Beispiel: Glattung einer eindimensionalen Funktion

Zugehorige Gibbs'sche Verteilung:

Pr(r|d):= _ﬂZE e ﬁ(’zor ) MZ
N-1

1 - ri—iz ~BA(ri417;
:E]l;)[e ( d)He ﬁl(

1=

Interpretation:
Pr(r|d) oc Pr(d|r) Pr(r)

)2

Pr(d|r) : Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir 4 gegeben r

Pr(r) : A-priori-,Wahrscheinlichkeit®, allerdings:

)

Pr(r)=Pr(r+c), c¢=const.: Aussage nur Uber relative Werte von r

Pr(r) ist nicht normierbar
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7.3 Energieminimierung

= Direkte Losung eines linearen Gleichungssystems

(Selten moglich)

(i =0, i = N vernachlassigt)

keine Glattung: A1=0 =17 =d,

N N-1
Beispiel: (s.0.) E(r)=>.(n—d,) +1 D (
i=0 i=0
!
%8@ E(r)=r—d +AQ2r—r ,—r_)=0 flr i=1,..,N-1
-4 1424 -2 i d;_|
-4 1+24 -1 no|=| d;
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7.3 Energieminimierung

= Graph-Cuts-Verfahren
Analogie: Maximum-Flow-/Minimum-Cut-Problem

» Approximative Losung durch sukzessive Optimierung
Konzept: Energieterme nacheinander optimieren

» Methode des steilsten Abstiegs
lteration pU+) = ,U) _g VE(r(f))
mit Startwert +*), Konstante K
Zu prufen: E(r(j)) monoton fallend in j

= E(r(j))—> min E(r)

Problematisch: Steckenbleiben in lokalem Minimum, Erkennung?

* Monte-Carlo-Methode
|ldee: Konfigurationen r mit gleicher Wahrscheinlichkeit zufallig wahlen
Fusionsergebnis: r,,, =argmin E(r)

r

pt

Problematisch: Auffinden des globalen Minimums
unwahrscheinlich bei groftem Suchbereich
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7.3 Energieminimierung

» Simulated Annealing
= Lineare Programme
= Dynamische Programmierung

= Mean Field Theorie
Konzept: Betrachtung von Erwartungswerten anstelle Zufallsvariablen
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